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Una grande scoperta risolve un grande problema ma c’è un granello di
scoperta nella soluzione di ogni problema.

Il tuo problema può essere modesto; ma se esso sfida la tua curiosità e mette
in gioco le tue facoltà inventive, e lo risolvi con i tuoi mezzi, puoi

sperimentare la tensione e godere del trionfo della scoperta.
Questa esperienza ad una età suscettibile può creare un gusto per il lavoro
mentale e lasciare un’impronta nella mente e un carattere per tutta la vita.

G. Polya, How to solve it

Il materiale presentato in questa dispensa è utilizzabile secondo i termini

della licenza Creative Commons CC BY-SA 4.0



Parte I

PROBLEM SOLVING

I personaggi di questa prima parte sono, in ordine di apparizione, i proble-
mi, le macchine e gli algoritmi. La trama che li riguarda è molto intrecciata
ed il fatto di averli presentati in capitoli diversi è soltanto un espediente per
dare un ordine alla presentazione. Altri personaggi entreranno in scena nelle
successive parti.
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PROBLEMI

Sentiamo in noi l’eterno richiamo: ecco il
problema, cercane la soluzione.
D. Hilbert

Il matematico David Hilbert, al Congresso Internazionale di Matematica
tenutosi a Parigi nell’agosto del 1900, si espresse con le parole riportate nella
citazione sopra per sottolineare che nell’uomo è connaturata la propensione a
risolvere le questioni ed i problemi che gli si presentano. In quell’occasione
presentò una lista di 23 problemi all’epoca non ancora risolti, proponendoli
come sfida per i matematici e con la speranza che potessero essere risolti nel
secolo che stava per iniziare. I problemi di quella lista hanno resistito per
molti decenni ed alcuni attualmente non sono stati ancora risolti.

In questo capitolo viene definito il contesto di quanto seguirà nei successivi;
la catena degli argomenti può essere sintetizzata come segue: si formulano i
problemi che opportunamente generalizzati costituiscono delle classi di proble-
mi che vengono risolti dal solutore che descrive un algoritmo che viene eseguito
da un esecutore che, in base ai dati forniti, genera il risultato di un’istanza di
problema della classe.
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1.1 Problemi
Per quanto sarà detto nel seguito, fra le tante possibili, adotteremo la seguente
definizione di problema:

Un problema è un quesito a cui si vuole dare risposta o un
obiettivo che si intende perseguire.

Da questa definizione risulta implicitamente che ogni problema sottintende uno
sforzo volontario per il raggiungimento del risultato finale; pertanto non consi-
dereremo come problemi quelli che ammettono palesemente la risposta o quelli
ai quali non siamo interessati. Coerentemente con queste ipotesi, un problema
è tale relativamente ad un dato soggetto che lo considera. Ad esempio, pos-
siamo considerare come problema il seguente: Determinare le intensità delle
correnti in un dato circuito. Al contrario, per noi non sarà un problema il
seguente (essendo evidente la risposta): Decidere se un dato numero naturale
è pari o dispari. Analogamente, possiamo non considerare come problema il
seguente (in quanto non ci interessa): Determinare un numero naturale primo
composto da cento cifre decimali. Nonostante l’apparente stravaganza, que-
stioni di questo ultimo tipo rappresentano degli effettivi problemi pratici che
si incontrano in applicazioni di codifica/decodifica di informazioni cifrate nella
cosiddetta crittografia a chiave pubblica.

Nel seguito considereremo solo problemi che sono definibili in modo preciso,
univoco e non ambiguo, e che si prestano, quindi, ad essere risolti in modo
automatico. Con questa ipotesi si potrà ambientare i problemi in appositi
contesti formali, all’interno dei quali la soluzione può essere descritta in modo
rigoroso. Rimane così definita una prima classificazione dei problemi, come
descritto nella figura 1.1.

problemi risolvibili in modo automatico

problemi

Figura 1.1: Una classificazione dei problemi.

Esempio 1.1.1 - Storicamente i primi problemi si sono presentati quando l’uo-
mo ha iniziato ad operare con i numeri e con le figure elementari del piano. A
seguire è riportata una lista di classici problemi che sono stati considerati ed
affrontati dai greci più di 2000 anni fa.
1. Stabilire se un numero naturale è primo.
2. Scomporre un numero naturale in fattori primi.
3. Determinare il massimo comune divisore fra due numeri naturali.
4. Determinare la lunghezza della diagonale di un quadrato di lato unitario.
5. Disegnare un poligono regolare di 17 lati con il solo uso di riga e compasso.
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1.2 La risoluzione dei problemi
Risolvere un problema significa ricercare e descrivere con un qualche formalismo
(linguaggio) in modo preciso e non ambiguo un procedimento (algoritmo) che,
eseguito, consenta, a partire da delle informazioni iniziali (dati), di ottenere
delle informazioni finali (risultati) soddisfacenti ad un criterio di verifica. I
dati sono le informazioni iniziali note in base alle quali ricavare i risultati, che
rappresentano gli oggetti o l’effetto che si ottiene eseguendo il procedimento.
Qui i termini dati e risultati sono da intendersi in senso lato: possono essere
un numero, una sequenza di numeri, la risposta ad un quesito, un disegno o
qualcos’altro di più generale ancora. Dati e risultati vengono spesso indicati
anche con i termini input ed output. Il solutore è il soggetto (in genere l’uomo)
che descrive le azioni da eseguire per risolvere un problema. L’esecutore è
l’entità (in genere una macchina) che esegue le azioni descritte dal solutore. La
soluzione di un problema è la descrizione delle azioni (istruzioni), da parte del
solutore e rivolte all’esecutore, che, eseguite, forniscono i risultati del problema.
In modo grafico le definizioni appena date possono essere sintetizzate mediante
lo schema riportato nella figura 1.2.

Solutoreproblema

algoritmo

dati Esecutore risultati

1

2

3

4 5

Figura 1.2: Schema del processo risolutivo di un problema: il problema vie-
ne analizzato dal solutore che descrive l’algoritmo il quale viene eseguito
dall’esecutore che acquisisce i dati in ingresso e produce i risultati in uscita.

Riassumendo le varie definizioni date sopra si può descrivere lo scenario di
riferimento dove vengono risolti i problemi come segue:

Il solutore descrive, mediante un linguaggio,
la soluzione del problema ad un esecutore
che è capace di eseguire un insieme di operazioni elementari
su un insieme di oggetti elementari.

Notiamo che la ricerca e la descrizione della soluzione di un problema è un’atti-
vità del solutore (e non dell’esecutore, il quale esegue il procedimento risolutivo
ma non lo costruisce).
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Esempio 1.2.1 - Consideriamo il problema della risoluzione di un’equazione di
secondo grado ax2+bx+c = 0. Un procedimento risolutivo di questo problema
è fornito dalla ben nota formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:

x1, x2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

Con riferimento a questo problema, il solutore è colui che ha ideato la formula
risolutiva delle equazioni di secondo grado, mentre chi la applica per trovare,
con carta e penna, le radici di una particolare equazione assume il ruolo di
esecutore. Nel caso venga utilizzato un programma su calcolatore per trovare
le radici di un’equazione, l’esecutore è rappresentato dal calcolatore (e chi
utilizza il programma assume il ruolo di semplice utente). Un criterio di
verifica consiste nella sostituzione diretta dei valori trovati delle radici e nella
verifica dell’identità.

Osservazione. L’impostazione basata sui termini chiave problema, soluto-
re, soluzione, esecutore, risultato è tipica del cosidetto paradigma imperativo,
secondo il quale il solutore specifica all’esecutore delle direttive di come deve
agire per ottenere il risultato finale. Un’impostazione alternativa, che carat-
terizza il cosidetto paradigma dichiarativo, consiste nel descrivere da parte del
solutore all’esecutore, con informazioni e vincoli stringenti, in cosa consiste il
risultato, delegando all’esecutore il compito di trovare i passi da eseguire per
determinarlo.

1.3 Problemi ben formulati
Ai fini della loro risolvibilità i problemi devono soddisfare ai vincoli precisati
nella seguente definizione. Si afferma che un problema è ben formulato o
formalmente definito se soddisfa alle seguenti specifiche:

1. Il problema è formulato in una forma comprensibile dal solutore
2. I dati sui quali si deve cercare la soluzione sono sufficienti e coerenti
3. È univoco il criterio che definisce i risultati

Esempio 1.3.1 - Consideriamo il seguente problema:

Determinare il barimetro di un poliangolo.

Questo è un chiaro esempio di problema mal formulato in quanto nella sua
formulazione compaiono dei termini che non hanno alcun significato per il
solutore.

Esempio 1.3.2 - Un altro problema mal formulato è il seguente:
Determinare le lunghezze delle diagonali di un trapezio sapendo
che le basi maggiore e minore misurano rispettivamente 18 e
12 unità e che i lati obliqui misurano 5 e 7 unità.

In questo caso i dati sono insufficienti. Si noti che l’aggiunta dell’attributo
rettangolo al trapezio renderebbe ben formulato il problema. Come conse-
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guenza c’è da notare che anche un’ipotesi può costituire un dato e quindi può
determinare la ben formulazione di un problema.

Esempio 1.3.3 - Consideriamo il seguente problema:

Risolvere la seguente situazione di gioco:

◻ ∎ ◻

∎ ◻

∎ ◻

Questo è un altro esempio di problema mal formulato in quanto non è precisato
qual è il gioco, quali sono le possibili mosse e qual è il criterio per determinare
se una data posizione finale è vincente. Sono invece ben formulati gli usuali
problemi di scacchi che si trovano sui giornali di enigmistica, in quanto le
regole del gioco sono ben definite ed è univoco il criterio per valutare se una
data posizione finale sia vincente, in base alle regole del gioco degli scacchi,
anche se tali ipotesi sono assunte implicitamente e non direttamente riportate
nella formulazione del problema.

1.4 Formalizzazione dei problemi
Il processo di formalizzazione o modellizzazione di un problema consiste nel
tradurre un problema reale in una sua formulazione alternativa, semplificata
ma equivalente per quanto riguarda la tematica di interesse, in modo tale che
esso possa essere risolto automaticamente.

Esempio 1.4.1 - Consideriamo il seguente problema:
Si ha un bersaglio delimitato da 3 cerchi concentrici. Il cer-
chio più interno vale 19 punti, mentre le due corone esterne
valgono rispettivamente 13 e 5 punti. Il raggio del cerchio in-
terno e lo spessore delle corone sono di 7 cm. Decidere se, ed
eventualmente come, è possibile totalizzare 100 punti, in più
tiri.

Filtrando i dettagli superflui (raggio e spessore delle corone), tale problema
può essere formalizzato mediante un’equazione diofantea, ossia mediante un’e-
quazione avente coefficienti interi e le cui radici devono essere numeri interi;
l’equazione è la seguente:

Risolvere l’equazione diofantea 19x + 13y + 5z = 100.

In questo caso, data la particolare formulazione del problema, si deve imporre
il vincolo che le incognite x, y, z debbano essere numeri naturali. Risolvendo
questa equazione si trova la soluzione (x = 3, y = 1, z = 6). Questo risultato
ammette la seguente interpretazione: centrando 3 volte il cerchio interno, 1
volta la corona intermedia e 6 volte la corona esterna si totalizzano 100 punti.
Ci si può chiedere se questa sia l’unica soluzione; la risposta è evidentemente no
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in quanto si nota la soluzione (x = 0, y = 0, z = 20). Il problema diventa allora
più interessante se si impone il vincolo di ridurre al minimo il numero di tiri
necessari per totalizzare 100 punti. Ogni formalizzazione e schematizzazione
comporta una certa semplificazione, riduzione ed idealizzazione della realtà:
nella soluzione sopra non si considera il caso che delle frecce vadano proprio su
una linea di separazione fra due zone. Notiamo che se il problema consistesse
nel determinare i punti da assegnare alle varie corone del bersaglio, dato il
numero di tiri in ciascuna corona ed il totale dei punti da ottenere, il problema
potrebbe essere formalizzato mediante un’equazione diofantea simile a quella
riportata sopra.

1.5 Dati e risultati
Un passo fondamentale del processo di risoluzione di un problema consiste
nell’individuazione dei dati e dei risultati. Questa fase costituisce l’anello
di congiunzione fra il problema e la sua soluzione; in alcuni casi è definita
compiutamente nella formulazione del problema; in altri casi può rimanere
implicita o latente e richiedere una fase di analisi da parte del solutore. In
alcuni casi questa fase può essere offuscata dalla formulazione del problema, in
altre può invece essere suggerita dal classico schema Dati ... determinare ... .

La descrizione dei dati e dei risultati può essere fatta a diversi livelli di
dettaglio che dipendono dal contesto in cui viene formulato il problema e,
in definitiva, dalle capacità possedute dall’esecutore al quale verrà rivolto il
procedimento risolutivo del problema.

Esempio 1.5.1 - Consideriamo il seguente problema:
Dati nel piano un punto ed una retta, determinare il segmento
più corto che unisce il punto alla retta.

Dalla formulazione del problema sembrano evidenziarsi i seguenti dati e risul-
tati:

Dati: retta r, punto P
Risultati: segmento s

Questa analisi risulta imprecisa in base alle seguenti osservazioni: un seg-
mento nel piano è individuato dai suoi estremi; il segmento s ha come estremo
il punto P che è noto; pertanto l’unico risultato da determinare è l’estremo Q
che sta sulla retta. La corretta individuazione dei dati e risultati è dunque la
seguente:

Dati: retta r, punto P
Risultati: punto Q

Questa descrizione dei dati e dei risultati può essere adeguata per un ese-
cutore in grado di operare con i tradizionali strumenti delle costruzioni geo-
metriche come una riga (non graduata) ed un compasso. Se l’esecutore è in
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grado di operare con i numeri, si può ambientare il problema in un sistema di
assi cartesiani ortogonali, nel qual caso un punto risulta individuato dalla cop-
pia delle sue coordinate ed una retta individuata da un’equazione della forma
ax + b y + c = 0; a sua volta un’equazione di questa forma risulta individuata
dai tre coefficienti a, b, c. Pertanto, i dati ed i risultati possono essere precisati
come segue:

Dati: coefficienti (a, b, c) dell’equazione cartesiana della retta,
coordinate (x, y) del punto

Risultati: coordinate (x1, x2) del punto sulla retta

Anche questa formulazione può essere limata, osservando che le coordinate
(x1, x2) definiscono un punto sulla retta; pertanto è sufficiente precisare l’or-
dinata del punto (e determinare la corrispondente ascissa dall’equazione della
retta). Questa formulazione, benché minimale, si espone al caso particolare
che la retta sia parallela all’asse y, nel quale caso la conoscenza dell’ascissa
non individua più il punto. Per questo motivo ritorna ad essere preferibile la
precedente formulazione.

Osservazione. Questo esempio evidenzia che la corretta e funzionale deter-
minazione dei dati e dei risultati di un problema è a sua volta un problema.

1.6 Risolvibilità dei problemi
Un procedimento risolutivo di un problema può essere efficacemente raffigurato
come un cammino che congiunge i dati iniziali ai risultati finali. Per alcuni
problemi non si conosce oppure non esiste alcun cammino risolutivo. A se-
conda che questo cammino esista o no, si possono classificare i problemi come
segue:

1. problemi risolvibili: sono quei problemi per i quali esiste un procedimento
risolutivo. Questi problemi possono essere descritti dal seguente schema:

dati risultati-

Esempio 1.6.1 - È risolvibile il problema di risolvere un’equazione algebri-
ca polinomiale di secondo grado, della forma ax2 + bx + c = 0.

2. problemi risolvibili? : sono quei problemi per i quali non è noto se esista
un procedimento risolutivo. Possono essere descritti dal seguente schema:

dati risultati-?
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Esempio 1.6.2 - Un problema di cui non si sa se è risolvibile o meno è for-
nito dalla congettura che esistano infinite coppie di numeri primi gemelli,
ossia numeri naturali che differiscono per due unità (esempi di coppie di
numeri primi gemelli: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19)).

3. problemi irrisolvibili: sono quei problemi per i quali è noto che non esi-
ste alcun procedimento risolutivo. Possono essere descritti dal seguente
schema:

dati risultati-//

Esempio 1.6.3 - La soluzione di una generica equazione algebrica polino-
miale di grado maggiore di 4 in un’incognita, ad esempio 7x5−13x3+x2+5 =
0 è un problema irrisolvibile.

Osservazione. Il concetto di problema risolvibile è tutt’altro che ovvio e
scontato; in realtà sottende due diverse impostazioni filosofiche di fondo: nel
XX secolo, quando i problemi considerati erano di tipo prevalentemente ma-
tematico, i matematici consideravano risolvibile un problema per il quale era
stato trovato un procedimento risolvibile o anche quando era stato provato che
un tale procedimento esisteva; non era necessario, e quasi era una questione
marginale, che il procedimento venisse esibito esplicitamente. A partire dal
XXI secolo, sotto la sollecitazione del pragmatismo informatico, un problema
viene considerato risolvibile se ne è stato descritto un procedimento risolutivo
effettivo.

1.7 Tipologie dei problemi
I problemi presentano delle analogie rispetto ad alcune caratteristiche quali
la forma del problema, la sua risolvibilità, la tipologia dei dati e dei risultati,
l’ambiente di operatività (aritmetico, geometrico, grafico, . . . ). La variega-
ta gamma dei problemi che si incontrano può essere pertanto classificata in
categorie rispetto ad una di queste caratteristiche. Classificare un problema
costituisce un primo passo verso la sua comprensione e, quindi, verso la sua
soluzione.

Molto spesso i problemi rappresentano delle analogie con riferimento al-
le informazioni iniziali che si dispongono ed all’obiettivo finale che si intende
raggiungere. Come si vedrà più avanti, queste tre classi di problemi verranno
risolte mediante delle corrispondenti classi di procedimenti generalmente defi-
niti funzioni, predicati e procedure. In base a questo criterio i problemi che più
frequentemente si incontrano nella programmazione possono essere partizionati
nelle classi di seguito descritte.

Problemi computazionali
Una delle categorie più tradizionaali di problemi ammette delle soluzioni che
richiedono di eseguire calcoli su dei dati numerici ottenendo dei risultati nu-
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merici. Questi problemi vengono classificati come problemi computazionali e
vengono formulati secondo il seguente schema:

A partire da dei dati numerici iniziali noti,
mediante dei calcoli,
determinare dei risultati numerici.

dati risultati
calcolo -

Esempio 1.7.1 - Determinare il fattoriale di un numero naturale n, ossia il
valore, indicato con n!, uguale al prodotto 1.2.⋯.(n − 1).n dei primi n numeri
naturali.

Problemi decisionali
Una vasta classe di problemi rientra nell’insieme dei problemi di decisione che
hanno il caratteristico incipit Decidere se . . . ed hanno come risultato vero o
falso. Questi problemi spaziano dall’ambito della logica, alla matematica ed
includono molte questioni tipiche dell’informatica. Un problema decisionale
ha la seguente struttura:

Fissate delle ipotesi iniziali,
attraverso calcoli e deduzioni logiche,
stabilire se una data proposizione è vera.

dati vero/falso
decisione -

Esempio 1.7.2 - Data una sequenza (a1, a2,⋯, an) ordinata, ossia tale che a1 ≤
a2 ≤ ⋯ ≤ an, stabilire se nella sequenza è presente un dato elemento x.

Problemi esecutivi
I problemi di tipo esecutivo si formulano come segue:

Fissata una situazione iniziale di partenza,
eseguire una sequenza di trasformazioni
in modo da ottenere una situazione finale obiettivo.

situazione iniziale situazione finale
trasformazione

-

Esempio 1.7.3 - Il problema della torre di Hanoi consiste nello spostare da un
piolo ad un altro, usando come appoggio ausiliario un terzo piolo, una pila di
n dischi, di dimensioni decrescenti dal basso verso l’alto. È ammesso spostare
un solo disco alla volta, con il vincolo che ogni disco non può essere appoggiato
sopra uno più grande.
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1.8 Istanze e classi di problemi
Nel suo percorso scolastico uno studente incontra varie tipologie di problemi.
Nei primi anni di scuola si imbatte in problemi come il seguente:

Moltiplicare 7413 × 938.

In una situazione come questa, l’allievo assume il ruolo di esecutore, eseguen-
do la moltiplicazione in colonna seguendo il procedimento insegnatogli dalla
maestra.

In un problema apparentemente simile come il seguente:

Calcolare l’area di un rettangolo avente la base e l’altezza di
lunghezza pari a 420 e 112 cm.

allo studente viene implicitamente richiesto, prima di mettersi nella veste di
esecutore dei calcoli, di individuare in veste di solutore la corretta operazione
da eseguire.

Un po’ più avanti affronta problemi della seguente forma:

Calcolare il massimo comune divisore fra 798 e 242.

Anche in questo caso lo studente, sempre in veste di esecutore, applica il proce-
dimento che l’insegnante gli ha precedentemente spiegato; in questa situazione
il procedimento si fonda sull’ipotesi che lo studente abbia preventivamente
acquisito la capacità di scomporre un numero in fattori primi.

Dopo aver maturato delle ulteriori conoscenze sui numeri e sulle proprietà
delle figure del piano, lo studente si trova ad affrontare problemi della forma

Determinare il raggio della circonferenza inscritta nel triangolo
rettangolo avente le misure dei cateti pari a 72 e 45 cm.

In questo caso il risultato viene ottenuto mediante una serie di passaggi ese-
guendo operazioni ed applicando delle formule e proprietà. In questo caso
lo studente assume il doppio ruolo di solutore (individuando il procedimento
guida) ed esecutore (eseguendo le operazioni descritte nel procedimento).

Tutti i casi di problemi precedentemente analizzati sono caratterizzati dal-
l’avere come dati dei valori particolari. Si parla in questo caso di istanze di
problemi. Un netto cambio di contesto avviene considerando dei dati generici,
denominati mediante degli identificatori; ad esempio: Determinare il massimo
comune divisore fra due numeri naturali m ed n. In questo modo si evidenzia
un insieme di problemi aventi la stessa struttura, detto classe di problemi, i cui
elementi (istanze di problemi) si ottengono per particolari valori assunti dai
dati. In situazioni come questa si individuano in modo distinto i ruoli del so-
lutore che descrive il procedimento e dell’esecutore che esegue il procedimento
su una particolare istanziazione dei valori dei dati.

Le classi di problemi vengono risolte mediante un procedimento risolutivo
generale indipendente dalle particolari istanziazioni dei dati. Ad esempio, un
metodo di soluzione per la ricerca del massimo comune divisore di due numeri
naturalim e n deve essere valido per qualsiasi coppia di valori assunti dam e n.
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Risulta dunque evidente che un metodo risolutivo di un problema deve essere
applicabile ad un’intera classe di problemi le cui istanze differiscono soltanto
per i particolari valori assunti dai dati iniziali. Con queste premesse, quando
nel seguito si userà il termine soluzione di un problema ci si riferirà ad un
procedimento risolutivo generale, valido per un’intera classe di problemi alla
quale appartiene il problema considerato.

Lo schema attraverso il quale si ricava il risultato di una particolare istanza
di problema si sviluppa attraverso le seguenti fasi successive:

1. considerazione dell’istanza P del problema
2. individuazione di una classe C alla quale appartiene il problema P
3. ricerca e descrizione di un procedimento risolutivo A per la classe C
4. applicazione del procedimento risolutivo A all’istanza P

Graficamente, queste fasi possono essere evidenziate mediante lo schema ripor-
tato in figura 1.3.

soluzione istanza I procedimento per C

classe C di problemi
generalizzazione
del problema

particolarizzazione del
procedimento risolutivo

soluzione della
classe C

di problemi

istanza I di problema -

�

?

Figura 1.3: Schema delle fasi per la soluzione di un’istanza di problema.

1.9 Generalizzazione dei problemi
La generalizzazione di un problema specifico individua una classe di problemi
della quale il problema originale costituisce una particolare istanza. Data
un’istanza di problema si può ottenere immediatamente una classe di problemi
denotando i valori dei dati con dei nomi generici.

Esempio 1.9.1 - L’ultima istanza di problema descritta nel precedente para-
grafo può essere generalizzata nella seguente classe:

Determinare il raggio della circonferenza inscritta nel triangolo
rettangolo avente le misure dei cateti pari a a e b.

Come è stato sopra suggerito, quando ci si imbatte in un problema par-
ticolare (ad esempio, trovare le radici dell’equazione x2 + 3x − 5 = 0) prima
di impostare la soluzione è conveniente, per fare un buon investimento dello
sforzo che ci si appresta a compiere, trovare una opportuna generalizzazione
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del problema. Il punto centrale del procedimento di generalizzazione riguarda
le seguenti questioni:

Come generalizzare?
Fino a che punto generalizzare?

Un po’ di buon senso (all’inizio) ed un po’ di esperienza (quando sarà stata
maturata) saranno sufficienti come guida per individuare una buona genera-
lizzazione. La figura 1.4 descrive lo schema di successive generalizzazioni di
un’istanza di problema.

● istanza classe C1

classe C2

classe C1

Figura 1.4: Passi di generalizzazione di un’istanza di problema.

Esempio 1.9.2 - Consideriamo la seguente istanza di problema:

Determinare la distanza fra i due punti del piano cartesiano
P (1,2), Q(4,3).

Una prima generalizzazione consiste nel prendere dei valori generici per i dati
delle coordinate dei punti:

Determinare la distanza fra i due punti del piano cartesiano
aventi coordinate (x1, y1) e (x2, y2).

Per individuare delle successive generalizzazioni è sufficiente considerare i ter-
mini del problema che si prestano ad essere generalizzati come segue:

2 Ð→ n

punti Ð→ elementi
piano Ð→ insieme E generico

distanza Ð→ distanza d generica

Adottando queste generalizzazioni si ottiene la seguente formulazione molto
generale del problema:

Determinare il diametro della più piccola sfera contenente un
dato insieme E = {a1, ..., an} di n elementi di uno spazio
metrico (E,d).

Per il momento questa formulazione potrà risultare oscura ma, una volta ri-
solta questa classe di problemi, avremo trovato una soluzione per moltissime
sottoclassi, appartenenti a contesti molto diversi.
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ESERCIZI
1.1 Spiegare la differenza fra i termini soluzione e risultato.

1.2 Spiegare il significato dei termini solutore ed esecutore.

1.3 Spiegare perché non ha senso considerare un procedimento risolutivo senza
fare riferimento alle capacità dell’esecutore.

1.4 Spiegare se i problemi risolvibili? possono essere qualificati con l’attributo
irrisolvibili?.

1.5 Fissato un dato problema P, si considerino i seguenti due problemi:

P1: Il problema P ammette soluzione ?
P2: Risolvere il problema P .

Classificare i problemi P1 e P2 in base alla loro forma. Stabilire, in funzione della
risolvibilità di P , la risolvibilità dei problemi P1 e P2.

1.6 Determinare per quali valori di n il seguente problema ammette un unico
risultato:

Fissati sul piano un insieme di n punti distinti P1, . . . , Pn, disegnare un
poligono di n lati non intrecciati, aventi P1, . . . , Pn come vertici.

1.7 Determinare per quali valori di n il seguente problema è ben formulato:

Determinare l’area di un poligono di n lati conoscendone la misura dei lati,
in ordine in base alla consecutività dei lati.

1.8 Stabilire se i seguenti problemi sono ben formulati:

1. Una classe è formata da s studenti. Di questi m sono maschi. Ci sono k
studenti che portano gli occhiali. Determinare quante sono le femmine che
portano gli occhiali.

2. Di un rettangolo si conosce la lunghezza d della diagonale e l’area a. Deter-
minare il perimetro del rettangolo.

3. Sono noti il perimetro p e l’area a di un triangolo. Determinare le misure dei
lati.

4. Date le misure di un lato e della diagonale di un triangolo rettangolo, deter-
minarne l’area ed il perimetro.

5. Determinare l’area di un triangolo noto il perimetro a la lunghezza delle tre
altezze.

6. Determinare l’area di un triangolo note le misure dei suoi lati.
7. Determinare l’area di un quadrilatero note le misure dei suoi lati.
8. Determinare l’area di un rettangolo noto il perimetro e la lunghezza della

diagonale.
9. Determinare l’area di un trapezio note le misure delle basi e dei lati obliqui.
10. Date le misure dei lati di due triangoli, stabilire se il primo è più piccolo del

secondo.
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11. Date il volume e la superficie totale di un parallelepipedo determinare la
lunghezza dei tre lati.

1.9 Completare la formulazione del seguente schema di problema in modo da
costituire dei problemi ben formulati:

Di un triangolo si conosce la lunghezza di ciascun lato. Determinare ...

1.10 Definire delle ipotesi integrative in modo che il seguente problema risulti
ben formulato:

Ordinare una sequenza di triangoli.

1.11 Spiegare perché, senza assumere tacite ipotesi, i seguenti problemi sono
mal formulati. Ridefinirli in modo che risultino ben formulati. Con riferimento al
problema ben formulato, individuare quali sono i dati ed i risultati e specificare il
loro tipo.

1. Risolvere l’equazione di secondo grado ax2 + bx + c = 0.
2. Determinare il numero delle cifre di un numero naturale.
3. Determinare la somma delle cifre di un numero naturale.
4. Determinare la somma delle cifre di un numero naturale considerato in base

10.
5. Rovesciare un numero naturale di tre cifre.
6. Determinare i più piccoli dieci numeri naturali che si leggono indifferentemente

da sinistra a destra e da destra a sinistra.
7. Date le misure dei lati di un triangolo acutangolo, determinare il più piccolo

rettangolo che lo ricopre.
8. Date le misure dei lati di un quadrilatero, decidere se il quadrilatero è convesso.
9. Date le misure dei 6 segmenti congiungenti in tutti i modi possibili i vertici di

un quadrilatero, determinare il perimetro del quadrilatero.
10. Fissati sul piano 4 punti distinti e non allineati, disegnare il quadrilatero non

intrecciato avente per vertici i 4 prefissati punti.

1.12 È assegnato un insieme A = {P1, P2, ..., Pn} di n punti del piano. Stabilire
se i seguenti due problemi sono ben formulati; in caso affermativo dire in cosa
consistono i dati ed i risultati.

1. Determinare l’area del poligono di vertici A.
2. Determinare l’involucro convesso dell’insieme dei punti A, ossia il più piccolo

poligono convesso contenente i punti dati.

1.13 Individuare i dati ed i risultati dei seguenti problemi relativi alle equazioni
di secondo grado:

1. Determinare le radici di un’equazione di secondo grado.
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2. Determinare il numero delle radici reali distinte di un’equazione di secondo
grado.

3. Stabilire se un’equazione di secondo grado ammette soluzioni reali.
4. Stabilire se un valore è soluzione di un’equazione di secondo grado.

1.14 Individuare i dati ed i risultati dei seguenti problemi relativi alla codifica
dei numeri:

1. Determinare il numero di cifre necessarie per scrivere un numero naturale.
2. Scrivere un numero in una data base.
3. Convertire un numero naturale da una base ad un’altra.

1.15 I seguenti tre problemi sono apparentemente simili ma, ad una attenta
analisi, si capisce che sono di differenti complessità:

1. Determinare un numero primo di k cifre decimali.
2. Decidere se un dato numero naturale n è primo.
3. Scomporre in fattori primi un dato numero naturale n.
4. Determinare la somma dei reciproci di tutti i numeri primi.

Assumendo in modo intuitivo il concetto di complessità di un problema, intesa
come una misura del tempo di esecuzione della miglior soluzione del problema,
discutere questi problemi in riferimento alla loro complessità, ordinandoli dal più
semplice al più difficile.

1.16 Descrivere una classe di problemi che includa le seguenti tre classi di
problemi sui numeri naturali:

1. Numerare per n da p a q.
2. Determinare i numeri minori di n.
3. Determinare i multipli di un numero contenuti in un intervallo.

1.17 Definire una classe di problemi alla quale appartengano le seguenti due
istanze:

1. Valutare log2 9871
2. Valutare log8 24364

1.18 Individuare i dati ed i risultati delle seguenti classi di problemi nel contesto
del piano della geometria descrittiva e nel contesto del piano cartesiano:

1. Determinare la circonferenza circoscritta ad un triangolo.
2. Determinare la retta passante per due punti.
3. Determinare il punto di intersezione fra due rette.
4. Determinare la circonferenza passante per tre punti.
5. Stabilire se un punto è interno ad una circonferenza.
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1.19 Generalizzare le seguenti istanze di problemi, proponendo delle classi di
problemi via-via più generali:

1. Determinare l’area di un quadrato di lato 2 cm.
2. Determinare la lunghezza della diagonale di un quadrato di lato 2 cm.
3. Trovare il lato del triangolo equilatero inscritto in un cerchio di raggio 8 cm.
4. Ordinare i tre numeri 5, 4, 6.
5. Nel piano cartesiano, determinare la distanza fra i due punti P = (1,2), Q =
(3,4).

6. Determinare l’area di un quadrato inscritto in una circonferenza di lato 4 unità.
7. Disegnare un quadrato rosso di lato 1 cm.
8. Determinare la distanza del punto di coordinate (1,2) dall’origine degli assi

cartesiani.
9. Decidere se ci sono domeniche comprese nel periodo dal 30 ottobre 2018 al 2

novembre 2018.
10. Risolvere l’equazione 2x − 8 = 0 nell’insieme dei numeri naturali. 1

Per ciascuna classe di problemi che si è individuata, si precisino quali sono i dati e
quali i risultati.

1Suggerimento: si possono ottenere delle generalizzazioni sia ampliando l’insieme dove si cercano
le soluzioni, sia generalizzando la forma dell’equazione.
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MACCHINE

L’informatica non riguarda i computer
più di quanto l’astronomia riguardi i
telescopi.
Edsger Wybe Dijkstra
(informatico olandese) [1930-2002]

In ogni contesto operativo la risoluzione di un problema deve avvalersi di
un’entità in grado di agire ed eseguire delle azioni in base ad un prescritto
procedimento risolutivo. Per ottenere i risultati dei problemi risolvibili auto-
maticamente, l’uomo ha costruito degli esecutori automatici: robot meccanici,
elaboratori elettronici, calcolatori biologici ed altre tipologie di marchingegni.
A prescindere dalle particolari tecnologie realizzative, tali esecutori vengono
genericamente denominati macchine.

L. Calvi - Pensiero Computazionale, 16 settembre 2020 19
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2.1 Uomini e macchine
Un tratto caratterizzante l’evoluzione dell’uomo è rappresentato dalla costru-
zione di strumenti sempre più sofisticati e potenti che potessero aiutarlo nello
svolgimento delle sue attività. Questa tendenza si è sviluppata fino ad inva-
dere gli aspetti più speculativi del pensiero umano. Addirittura, specialmente
nell’alveo della cultura occidentale, si è assistito al tentativo, parzialmente con-
seguito, di costruire sistemi artificiali in grado di riprodurre comportamenti ed
attività mentali che sembravano prerogativa precipua dell’uomo. In modo am-
pio e generico questi strumenti vengono detti macchine; in ambito scientifico,
nel caso che vengano adibiti per qualche forma di elaborazione di dati, vengono
detti computer ; in ambito industriale vengono spesso denominati robot.

Il computer ha avuto negli ultimi decenni un fortissimo impatto sull’e-
voluzione delle scienze, dell’ingegneria ed in alcuni settori della matematica,
aprendo varchi di indagine su aspetti altrimenti impenetrabili, assumendo un
ruolo simile al microscopio per le scienze biologiche. I frattali, oggetti mate-
matici definiti mediante funzioni, hanno potuto essere studiati solo grazie al
computer che ha reso possibile una mole di calcoli preclusi alla sola operatività
dell’uomo; vengono solitamente rappresentati in forma grafica trasformando i
risultati dei calcoli in immagini di alta suggestione; furono visti per la prima
volta nel 1980: penso che, a quell’epoca, quei primi esploratori del mondo frat-
tale abbiano provato un’emozione simile a quella degli speleologi che scoprono
una grotta carsica ricca di meravigliose stallattiti e stallagmiti o a quella degli
archeologi che nel XIX secolo entrarono per primi nelle tombe delle piramidi
dei faraoni egizi o a quella degli esploratori subacquei che scoprono un fondale
ricco di stupende e colorate varietà marine.

Una delle più stimolanti sfide che l’uomo si è posto consiste nel tentativo
di costruire delle macchine che, in qualche modo e con gli inevitabili limiti,
possano essere ritenute intelligenti, ossia capaci di replicare le facoltà intellet-
tive e pensanti dell’uomo. Sebbene tale sfida sia lungi dall’essere vinta (ma, in
definitiva, tutto dipende da cosa si voglia intendere con il termine intelligente),
purtuttavia essa rappresenta un polo attrattore degli sforzi dell’uomo.

2.2 Macchine
Dal punto di vista di un utente, astraendo da qualsiasi dettaglio implemen-
tativo e considerando solamente la sua funzionalità verso l’esterno, una mac-
china può essere considerata come una scatola nera che non lascia trasparire
all’esterno il meccanismo di funzionamento interno. La macchina manifesta
all’esterno, verso l’utente, i risultati attraverso dei dispositivi di output, in
una qualche modalità (testo, grafica, audio, . . . ). Lo schema spesso utilizzato
per descrivere una tale macchina è riportato nella figura 2.1: l’utente sollecita
la macchina fornendo in ingresso valori, espressioni, comandi, interrogazioni,
regole, istruzioni e la macchina risponde fornendo dei risultati in uscita.
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macchinaingressi uscite

Figura 2.1: Schema di una macchina generica.

Negli schemi a blocchi simili a quello descritto nella figura 2.1 si assume
la convenzione che gli ingressi siano posti a sinistra e le uscite a destra, con il
verso di flusso da sinistra verso destra. Adottando questa convenzione vengono
omessi i versi delle freccie che vengono indicate mediante un segmento.

Esempio 2.2.1 - Un distributore automatico di bevande può essere visto co-
me una macchina in cui gli ingressi sono le monete e la scelta della bevanda
desiderata e come uscita la bevanda scelta e le monete di resto.

distributore
monete

scelta monete
bevanda

Figura 2.2: Schema di un distributore di bevande secondo l’ottica del cliente.

Uno stesso meccanismo può essere visto in modi diversi, a seconda di chi lo
considera; il distributore di bevande visto sopra, dal punto di vista dell’azienda
proprietaria viene visto come una macchina avente gli ingressi costituite dalle
materie prime e prodotti che vengono inseriti come ingredienti e come uscita
le monete di ricavo inseriti dai vari utenti:

distributore
acqua
caffé
latte

zucchero
monete

Figura 2.3: Schema di un distributore di bevande secondo l’ottica del
proprietario.

Lo schema descritto nella figura 2.1 può riferirsi ad una situazione fisica
in cui gli ingressi e le uscite sono oggetti concreti manipolati e prodotti da un
meccanismo automatico oppure ad una situazione astratta in cui la macchina
corrisponde ad un operazione (sui valori in ingresso) che fornisce il risultato in
uscita.

Esempio 2.2.2 - Consideriamo una delle più semplici macchine combinatorie:
una macchina in grado di addizionare due numeri in ingresso e dare in uscita
la loro somma; possiamo descriverla come indicato nella figura 2.4.
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+
a
b a + b

Figura 2.4: Macchina addizionatrice a 2 ingressi.

2.3 Macchine combinatorie
Una macchina combinatoria è caratterizzata dal fatto che le uscite dipendo-
no unicamente dagli ingressi e non sono influenzate dalla storia degli ingressi
precedenti; in altri termini, una macchina combinatoria è senza memoria.

Esempio 2.3.1 - La macchina descritta nella figura 2.5. risolve una generica
equazione di primo grado ax + b = 0, con a ≠ 0.

− /

a

b −b
a

Figura 2.5: Macchina risolutrice dell’equazione di primo grado ax + b = 0.

Nella figura 2.6 è descritta un’altra macchina, diversa ma equivalente a
quella riportata nella figura 2.5.

/ −
a
b

− b
a

Figura 2.6: Macchina risolutrice dell’equazione di primo grado ax + b = 0.

2.4 Macchine sequenziali
Adottando l’impostazione tipica dei linguaggi di programmazione di tipo impe-
rativo, il solutore ha a disposizione come esecutore una macchina con memoria
alla quale vengono rivolti dei comandi che, eseguiti, modificano lo stato della
macchina stessa in un modo che dipende dallo stato precedente della macchina.
Una macchina con questa struttura è detta macchina sequenziale ed è descrivi-
bile mediante lo schema riportato nella figura 2.7 dove gli ingressi modificano
lo stato della macchina stessa ed i risultati dipendono dagli ingressi e dallo
stato della macchina; inoltre, lo stato viene modificato assumendo un valore
dipendente dagli ingressi e dallo stato precedente.
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stato

sequenziale
macchina

- -ingressi uscite

Figura 2.7: Schema di una macchina sequenziale.

In una macchina sequenziale gli ingressi assumono generalmente la for-
ma descritta nella figura 2.8, dove c è un comando e a1, a2, . . . , an sono gli
argomenti che specificano gli argomenti del comando.

-
-
-

-

c
a1
a2

⋮
an

Figura 2.8: Struttura di un comando inviato ad una macchina sequenziale.

Un comando come quello appena descritto viene solitamente scritto nella
seguente notazione funzionale:

c(a1, aa, . . . , an)

Osservazione. Il fatto che le macchine sequenziali, a parità di comporta-
mento, abbiano un loro stato le rende distinguibili le une dalle altre. Per
questo motivo, quando se ne utilizzi più d’una si rende necessario denotarle
mediante un nome identificativo.

2.5 Costruire una macchina
Per realizzare una macchina si possono sostanzialmente adottare due strate-
gie: assemblare opportunamente dei componenti elementari di base (dotati
di una loro ben determinata funzionalità) oppure prendere una macchina già
costruita, non dotata di alcuna specifica funzionalità, ma in grado di recepi-
re un insieme di istruzioni (programmi) che ne regoleranno il funzionamento.
La versatilità di questa seconda tipologia di macchine si fonda proprio sulla
possibilità di variare il loro modo di agire cambiando il programma. Queste
due strategie possono essere adotatte contemporaneamente, costruendo delle
macchine programmabili.

Esempio 2.5.1 - Costruiamo ora una macchina addizionatrice a 3 ingressi,
avente la specifica funzionale descritta dalla figura 2.9.
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+3

c
b

a

a + b + c

Figura 2.9: Macchina addizionatrice a 3 ingressi.

L’idea di costruire un’altra macchina, con una struttura interna specifica
corrispondente alla funzionalità che deve espletare, risulta poco produttiva.
La strategia migliore consiste nel costruire piccole macchine specializzate (ad
esempio per addizionare 2 numeri) e di comporle per costruire macchine più
complesse (ad esempio per addizionare più di 2 numeri). La costruzione della
macchina addizionatrice a 3 ingressi può avvalersi della precedente macchina
a 2 ingressi. Una possibile implementazione è riportata nella figura 2.10.

+ +

+3

c
b

a
a + b + c

Figura 2.10: Macchina addizionatrice a 3 ingressi.

Osservazione. La strategia costruttiva descritta nel precedente esempio è
tipica dell’informatica (sia per l’hardware che per il software): si costruisco-
no piccole macchine o funzioni software elementari componendo le quali si
realizzano macchine o programmi complessi.

2.6 Una macchina per disegnare
Un interessante e noto esempio di macchina sequenziale è costituito dalla tar-
taruga dell’omonima della grafica. La tartaruga è un automa che si muove su
un piano, lasciando una linea dove passa; ha attaccata una penna che può es-
sere alzata ed abbassata sul piano di disegno; ha una direzione di avanzamento
e può essere manovrato mediante degli appositi comandi, i più importanti e
caratteristici dei quali sono elencati a seguire:

forward(n) avanza di n passi
left(a) gira a sinistra di un angolo a
right(a) gira a destra di un angolo a
penup alza la penna dal foglio
pendown abbassa la penna sul foglio

Il comando forward(n), se la penna è abbassata sul foglio, ha l’effetto
di tracciare un segmento di lunghezza n a partire dalla posizione corrente e
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lungo la direzione di avanzamento della tartaruga. L’angolo a di rotazione
nei comandi left(a) e right(a) viene espresso in gradi sessagesimali. Questa
macchina disegnatrice è un esempio di macchina sequenziale in cui lo stato è
costituito dai seguenti valori:

- posizione dove si trova la tartaruga
- direzione di avanzamento della tartaruga
- stato su/giù della penna

Usando questo automa è possibile disegnare figure anche molto complesse.
Limitandosi ad utilizzare i pochi comandi elencati sopra, mediante l’algorit-
mo 1 si può disegnare la figura composta da 10 triangoli equilateri di lato
100, incentrati in uno stesso punto, ciascuno ruotato di 36 gradi rispetto al
successivo (figura 2.11).

Figura 2.11: Figura composta da 10 triangoli equilateri di lato 100.

La figura 2.11 può essere generata mediante l’algoritmo 1.

Algoritmo 1 - Disegno di una stella di triangoli equilateri
1: for 10 times
2: for 3 times
3: forward(100)
4: left(120)
5: end for
6: left(36)
7: end for

Il controllo della forma for n times azioni end for che compare nell’algo-
ritmo 1 ha l’effetto di far ripetere ciclicamente per n volte le azioni riportate
all’interno del ciclo.

2.7 Una macchina per memorizzare
Nell’ambito della programmazione un utilizzatissimo esempio di macchina se-
quenziale è costituito da una variabile: è una macchina avente la funzione di
memorizzare un valore e renderlo accessibile successivamente, all’occorrenza.
A questo scopo su una variabile sono predisposti due comandi di base:

set: memorizza un valore nello stato della variabile (l’eventuale valore prece-
dentemente memorizzato viene sovrascritto e perso)
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get: fornisce in uscita il valore precedentemente memorizzato variabile

La figura 2.12 descrive lo schema dei comandi set e get applicati ad una
variabile.

v
-

-
set
v

v- -get v

Figura 2.12: I comandi set e get su una variabile.

I comandi set e get applicati ad una generica variabile x vengono solita-
mente espressi come segue:

x← v memorizza nella variabile x il valore v
x valore memorizzato nella variabile x

Esempio 2.7.1 - Con le convenzioni di scrittura date sopra, per esprimere l’i-
struzione che incrementa di un’unità il valore memorizzato nella variabile x si
scriverà

x← x + 1

2.8 Macchine programmabili
Consideriamo una macchinaM del tipo di quelle esaminate nei paragrafi prece-
denti, che risolve dei problemi. SeM fosse in grado di risolvere tutti i problemi
(risolvibili) risulterebbe troppo complicata. Se risolvesse solo i problemi di
una classe ben determinata, per risolvere tante classi di problemi servirebbero
troppe macchine (una per ciascuna classe di problemi). La strategia vincente
consiste nell’avere un’unica macchina universale MU che, di volta in volta,
viene istruita a risolvere una ben specifica classe di problemi. Per far sì che la
macchina universale si adegui alla soluzione di diverse classi di problemi, anzi-
ché dotarla di un meccanismo intrinseco che ne governa il funzionamento, viene
fornita alla macchina, dall’esterno, la descrizione del procedimento da eseguire,
(programma), che risolve una classe di problemi. Un programma può essere
visto come una scheda intercambiabile da inserire in una macchina universale
in modo da renderla capace di risolvere una specifica classe di problemi. Tali
macchine vengono dette macchine programmabili e costituiscono una naturale
evoluzione delle macchine sequenziali con stato: al momento dell’attivazione
iniziale le macchine programmabili vengono dotate di uno specifico programma
che ne definisce lo stato iniziale ed inoltre determina le successive fasi dell’ela-
borazione. La struttura di una macchina programmabile che risolve una classe



MACCHINE VIRTUALI 27

di problemi alla quale appartiene l’istanza di problema P della classe C può
essere descritta mediante lo schema riportato nella figura 2.13.

macchinaMU

macchinaMA

programma A risolvente
la classe C di problemi

- -

?

dati del
problema P

risultati del
problema P

Figura 2.13: Schema di una macchina programmabile.

Nella figura 2.13 il blocco tratteggiato costituito dal programma A unita-
mente alla macchina universale MU può essere pensato come una macchina
MA (a logica cablata) univocamente individuata dal programma A. Per le
macchine programmabili si presenta l’esigenza di avere un linguaggio L me-
diante il quale descrivere alla macchinaMU il programma A. Ovviamente, in
questo caso il programma A deve essere descritto nel linguaggio L compreso
dalla macchinaMU .

2.9 Macchine virtuali
Con riferimento ad una macchina programmabile, se il programma A viene
considerato come facente parte della macchina che lo esegue, la macchina si
configura come una macchina virtuale in grado di risolvere i problemi della
classe della quale il programma A costituisce una soluzione. È questa la si-
tuazione in cui si trova un utente di un dato programma applicativo. Una
macchina virtuale è costituita da un insieme di risorse hardware che rappre-
sentano la macchina fisica e da un programma o insieme di programmi che
costituiscono il software mediante il quale si riesce a far eseguire alla macchina
le azioni per raggiungere i risultati desiderati. Ad un utente la distinzione fra
la macchina fisica ed i programmi che la controllano risulta del tutto trasparen-
te: le risorse hardware (macchina fisica) e software (programmi) si configurano
come un esecutore virtuale che agisce in base a quanto definito dal programma
che si sta utilizzando. Il punto di vista più interessante e positivo di questa
impostazione sta nel fatto che un utente di una macchina virtuale non si deve
preoccupare (e dal punto di vista logico non dovrebbe neanche pensare) di co-
me è fatta la macchina virtuale che utilizza, ma deve solamente sapere cosa fa.
Naturalmente, la macchina virtuale vista dall’utente può essere composta da
più strati. La suddivisione in strati risulta comunque trasparente all’utente,
il quale vede un’unica macchina virtuale.

L’idea di macchina virtuale ha trovato di recente importanti realizzazioni
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nelle macchine virtuali Java, Python ed altre, sulle quali si basano gli omologhi
linguaggi.

2.10 Il principio di complessità
In questo paragrafo, prendendo spunto da un esempio, si analizzerà la relazione
che intercorre tra la potenza di un esecutore e la complessità della soluzione
per risolvere un dato problema.

Esempio 2.10.1 - Consideriamo il problema di trasformazione di una configu-
razione di blocchi, come illustrato dallo schema che segue:

A
B
C
D

C
D
B
A

-

Possiamo pensare che qui l’esecutore sia una persona, un robot o qualcos’altro.
Per rendere il problema un po’ interessante supponiamo, per il momento, che
l’esecutore abbia la capacità di spostare un solo blocco alla volta. Con questa
ipotesi, una soluzione del problema è fornita dall’algoritmo 2.

Algoritmo 2 - Algoritmo spostamento blocchi (caso a)
1: sposta il blocco D sul piano
2: sposta il blocco C sul piano
3: sposta il blocco D sopra a C
4: sposta il blocco B sopra a D
5: sposta il blocco A sopra a B

In questo contesto, il solutore è colui che ha scritto la sequenza delle azioni,
l’esecutore è l’entità che effettua lo spostamento dei blocchi, gli oggetti che ven-
gono manipolati sono costituiti dai blocchi, le azioni consistono nello spostare
i blocchi, i dati sono rappresentati dalla configurazione iniziale ed i risultati
dalla configurazione finale che si vuole ottenere.

Se ammettiamo che l’esecutore abbia la capacità di spostare una qualsia-
si pila di blocchi, senza capovolgerla, la soluzione del problema può essere
formulata come descritto nell’algoritmo 3.

Algoritmo 3 - Algoritmo spostamento blocchi (caso b)
1: sposta la pila di blocchi CD sul piano
2: sposta il blocco B sopra a D
3: sposta il blocco A sopra a B

Da questa semplice variazione abbiamo la riconferma che la soluzione
dipende dalle capacità dell’esecutore.

Se ammettiamo che l’esecutore abbia anche la capacità di spostare una
qualsiasi pila di blocchi e possa, eventualmente, appoggiarla capovolta, una
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soluzione può essere più semplicemente espressa come descritto nell’algorit-
mo 4.

Algoritmo 4 - Algoritmo spostamento blocchi (caso c)
1: sposta la pila di blocchi CD sul piano (senza capovolgerla)
2: sposta la pila di blocchi AB sopra D capovolgendola

Le diverse soluzioni presentate nell’esempio precedente evidenziano che la
soluzione di un problema non solo dipende dalle capacità dell’esecutore ma che
la soluzione è tanto più breve e semplice quanto più potenti sono le capacità
dell’esecutore. La lunghezza di una soluzione, misurata come numero del-
le istruzioni elementari che la compongono, rappresenta un’indicazione della
complessità della soluzione. Se la soluzione viene espressa in una forma non
sequenziale ma strutturata mediante delle strutture (condizionali e/o cicliche)
di controllo delle azioni, il concetto di complessità deve essere espresso in un
modo più elaborato. Assumendo in modo intuitivo il concetto di complessità
di una soluzione, possiamo affermare il seguente principio:

Principio di complessità della soluzione. La complessità della soluzione di
un problema diminuisce all’aumentare della potenza delle azioni che l’esecutore
è in grado di compiere.

In base a questo principio possiamo dedurre che è molto più laborioso far
eseguire una moltiplicazione fra due numeri naturali ad un esecutore che è
capace solamente di addizionare un’unità alla volta che non ad un esecutore
capace di addizionare due numeri qualsiansi. Il caso estremo è quando l’esecu-
tore è capace di moltiplicare due numeri; in tale caso la soluzione del problema
può essere espressa semplicemente in una forma del tipo moltiplica x per y. Il
discorso può essere generalizzato come segue. Dato un problema P , l’ideale
sarebbe disporre di un esecutore così potente da poter esprimere la soluzione
mediante la sola istruzione Risolvi il problema P . Evidentemente, la realtà è
ben diversa; inoltre, il procedimento risolutivo è tanto più lungo e complesso
quanto più il linguaggio con il quale ci si rivolge all’esecutore è ”lontano” dal
problema trattato. Per diminuire la distanza fra il linguaggio usato e proble-
ma trattato, i linguaggi di programmazione offrono degli strumenti appositi:
definizioni di sottoprogrammi, definizioni di tipi di dato, definizioni di classi
ed altro ancora.
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ESERCIZI
2.1 Individuare gli ingressi, le uscite e l’eventuale stato di una macchina auto-
matica che cambia monete.

2.2 Determinare le informazioni interne all’automa tartaruga che ne costituiscono
lo stato.

2.3 Definire una classe di problemi corrispondente all’istanza di figura 2.11 di-
segnata mediante l’algoritmo 1. Scrivere un algoritmo per disegnare una generica
figura della classe.

2.4 Determinare, senza provare al computer, la figura che viene disegnata me-
diante algoritmo 1 mettendo 1 al posto di 3 nell’istruzione 2.

2.5 Descrivere la struttura di una macchina addizionatrice a 4 ingressi.

2.6 Descrivere la struttura di una macchina a 4 ingressi in grado di calcolare il
valore di un’espressione della forma a + b − c − d.

2.7 Descrivere il procedimento grafico ed il corrispondente algoritmo per suddi-
videre un dato segmento in 4 parti isometriche.

2.8 Descrivere il procedimento grafico ed il corrispondente algoritmo per deter-
minare il quadrato del quale è data una diagonale.
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ALGORITMI

Risolvere problemi è il compito specifico
dell’intelligenza e l’intelligenza è la dote
specifica dell’uomo. La capacità di aggi-
rare un ostacolo, di prendere una via indi-
retta quando non si presenta nessuna via
diretta, innalza l’animale intelligente al di
sopra di quello ottuso, eleva l’uomo enor-
memente al di sopra degli animali più in-
telligenti e gli uomini di talento al di sopra
dei loro simili.
G. Polya, La scoperta matematica

Nelle pagine seguenti sarà definita e precisata la nozione di procedimento
risolutivo di un problema, in modo che sia adattabile ai calcolatori. Sarà
presentato il concetto di algoritmo che rappresenta un’evoluzione in senso di-
namico del concetto di formula risolutiva della matematica. I primi algoritmi
furono ideati per risolvere problemi di tipo numerico: moltiplicazione e divi-
sione fra due numeri, massimo comune divisore fra due numeri naturali. Og-
gigiorno gli algoritmi vengono applicati per risolvere problemi di varia natura
ed operano sulle più svariate tipologie di entità.

L. Calvi - Pensiero Computazionale, 16 settembre 2020 31



32 ALGORITMI

3.1 Algoritmi
La parola "algoritmo" deriva dal nome del matematico persiano Abu Ja’far
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi che nell’anno 825 d.C. scrisse un impor-
tante ed influente testo di matematica. Dalla storpiatura latina medievale del
suo nome derivò il termine "algorismus" e successivamente la parola moderna
"algoritmo". Nel medioevo il termine indicava un procedimento di calcolo,
basato sull’uso delle cifre arabe, descritto mediante un numero finito di regole
esplicite che conducono al risultato finale dopo un numero finito di applicazio-
ni delle regole. Con lo sviluppo dei calcolatori il termine algoritmo è stato
utilizzato per indicare la descrizione di una sequenza di istruzioni che, eseguite
da parte di un sistema di calcolo, permette di risolvere un problema. Più in
generale e più precisamente si assume la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1. Un algoritmo è la descrizione della soluzione di una clas-
se di problemi, ossia la descrizione delle azioni, da eseguirsi da parte di un
dato esecutore, mediante le quali risolvere una classe di problemi; inoltre, un
algoritmo deve soddisfare alle seguenti condizioni:

- definitezza: ogni azione deve essere deterministica ed univocamente interpre-
tabile dall’esecutore.

- eseguibilità: ogni azione deve essere effettivamente eseguibile da parte dell’e-
secutore.

- finitezza: le istruzioni devono essere in numero finito, ciascuna azione deve
essere eseguita in un tempo finito ed ogni azione deve essere eseguita un
numero finito di volte.

- generalità: la descrizione del procedimento risolutivo deve applicarsi a tutte
le istanze della classe dei problemi.

Le stringenti condizioni elencate nella precedente definizione differenziano
quelli che genericamente sono dei procedimenti risolutivi da quei procedimenti
che possono essere classificati come algoritmi. Ad esempio, una ricetta di
cucina può essere classificata come un procedimento risolutivo ma non come un
algoritmo. Comunque, quando nel seguito si utilizzerà il termine procedimento
risolutivo, è da intendersi con significato di algoritmo, secondo la definizione
data sopra.

Questa definizione di algoritmo è una fra le tante possibili. Tutte le altre
che si possono trovare sui testi di informatica, anche se apparentemente diverse
ed espresse in modo più formale (ad esempio, macchina di Turing, sistema
canonico di Post, lambda-calcolo di Church) sono equivalenti a questa.

Osserviamo che, con le condizioni di generalità e finitezza, si impone che
un algoritmo termini per ogni istanziazione dei dati di ingresso. Nella defini-
zione di algoritmo si impone che le istruzioni devono essere eseguite un numero
infinito di volte; in molti casi questa condizione di finitezza risulta troppo forte
e, per poter trattare una classe più ampia di procedimenti risolutivi, risulta
conveniente alleggerire la condizione di finitezza, ammettendo che delle istru-
zioni possano essere eseguite per un numero infinito di volte. In tali condizioni
un procedimento risolutivo è detto metodo computazionale.
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algoritmi

metodi computazionali

procedimenti risolutivi

Figura 3.1: Algoritmi, metodi computazionali e procedimenti risolutivi.

La nozione di algoritmo è strettamente connessa con la nozione di esecuto-
re: basta considerare i termini univocamente interpretabile e realmente esegui-
bile. È evidente quindi che un algoritmo presuppone che esista un esecutore
che lo interpreti ed esegua le istruzioni specificate.

Anche se la finalità di un algoritmo è quella di essere eseguito da un calco-
latore e necessita pertanto di essere tradotto in uno specifico linguaggio di pro-
grammazione, un algoritmo è indipendente dai linguaggi di programmazione
nei quali verrà tradotto.

3.2 Livelli descrittivi degli algoritmi
Gli algoritmi vengono descritti con un linguaggio e con livello di dettaglio delle
azioni da eseguire che dipendono dalle capacità dell’esecutore. Questo fatto è
evidenziato nella soluzione dei due problemi che seguono

Problema 3.2.1 Note le misure a e b dei due lati di un rettangolo, determinare
la misura d della diagonale.

Soluzione. Se l’esecutore è uno studente che abbia frequentato almeno le
scuole secondarie inferiori, un procedimento risolutivo potrebbe essere:

Determina d usando il teorema di Pitagora.

Se l’esecutore non conosce il teorema di Pitagora ma conosce la notazione
algebrica, un procedimento risolutivo, espresso in modo algebrico, potrebbe
essere:

d←
√
a2 + b2

Se l’esecutore non conosce nemmeno il simbolismo algebrico che compare nel-
la formula precedente o non è in grado di eseguire le operazioni indicate, il
procedimento risolutivo dovrebbe essere descritto ad un livello ancora più ele-
mentare. Ad esempio, se l’esecutore è in grado di eseguire singolarmente le
quattro operazioni aritmetiche elementari ed il calcolo della radice quadrata si
usa una notazione algoritmica come la seguente, dove vengono indicati i dati sui
quali opera l’algoritmo ed il risultato fornito, come descritto nell’algoritmo 1.
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Algoritmo 1 - Diagonale di un rettangolo
Input: misure a e b dei lati del rettangolo
Output: diagonale d del rettangolo

1: p← a ∗ a
2: q ← b ∗ b
3: s← p + q
4: d←

√
s

5: return d

L’istruzione return indica il risultato del calcolo. Questo semplice pro-
blema evidenzia che una stessa soluzione può essere espressa con notazioni
ed a livelli descrittivi diversi, in funzione delle capacità e delle conoscenze
dell’esecutore al quale è rivolta. ◻

Problema 3.2.2 Determinare l’area a di un trapezio date le misure B della
base maggiore, b della base minore ed h dell’altezza.

Soluzione. Per questo problema il procedimento risolutivo è immediato e
può essere espresso per mezzo della semplice formula

a← (B + b)h/2

Anche qui, comunque, la formula risolutiva maschera un procedimento risolu-
tivo che può essere esplicitato in modo discorsivo come segue:

Considera i valori delle misure delle basi e dell’altezza; somma
le misure delle due basi; moltiplica il risultato per l’altezza;
dividi il risultato per 2; il risultato ottenuto rappresenta l’area
del trapezio.

Il precedente procedimento viene solitamente scritto in una notazione più
precisa, come descritto nell’algoritmo 2.

Algoritmo 2 - Area di un trapezio
Input: misure B e b delle basi ed h dell’altezza
Output: area a del trapezio

1: s← B + b
2: d← s ∗ h
3: a← d/2
4: return a

◻

Osservazione. Dai due precedenti problemi 3.2.1 e 3.2.2 sembra che gli al-
goritmi corrispondano ad una singola formula risolutiva e sono stati esplicitati
mediante un’elencazione sequenziale di passi. Per molti problemi, anche limi-
tandosi ai problemi di tipo computazionale, la soluzione non è così semplice e
lineare; servono, in generale, dei costrutti linguistici più articolati. In altre
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parole, non esiste più una corrispondenza biunivoca fra le frasi della descri-
zione delle istruzioni e l’esecuzione delle istruzioni. Per convincersi di quanto
appena affermato consideriamo il seguente altro problema:

Determinare il massimo comune divisore di due numeri naturali
m ed n, ossia il più grande numero naturale che divide sia m
che n.

In questo caso il risultato non è direttamente ricavabile mediante una singola
formula risolutiva e neanche come sequenza di passi, come nei problemi pre-
cedenti, ma necessita di un algoritmo più articolato. Questo problema sarà
ripreso e risolto in più modi nel seguito.

3.3 Schemi di algoritmi
Le azioni descritte in un algoritmo vengono strutturate secondo degli schemi
(detti controlli). I formati più frequenti sono descritti a seguire.

Controllo sequenziale
Per indicare che le azioni devono essere eseguite una dopo l’altra, dalla prima
all’ultima, è sufficiente scriverle sequenzialmente, nell’ordine desiderato.

Esempio 3.3.1 - Il seguente algoritmo, rivolto ad un esecutore in grado di
eseguire le operazioni aritmetiche singolarmente, determina la superficie di un
parallelepipedo, date le misure dei 3 spigoli.

Algoritmo 3 - Superficie di un parallelepipedo
Input: misure a, b e c degli spigoli del parallelepipedo
Output: superficie del parallelepipedo

1: p← a + b
2: p← 2 ∗ p
3: q ← a ∗ b
4: p← p ∗ c
5: q ← 2 ∗ q
6: s← p + q
7: return s

Controllo condizionale
Spesso accade che, a seconda del valore di verità di una condizione, debbano
essere svolte delle azioni oppure altre; similmente, sempre a seconda del valore
di verità di una condizione, accade che certe azioni debbano essere eseguite o
meno. In questi casi si ricorre al controllo condizionale, come descritto nel
seguente esempio.

Esempio 3.3.2 - Il seguente algoritmo determina il massimo fra tre numeri.
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Algoritmo 4 - Massimo fra 3 numeri
Input: numeri a, b e c
Output: massimo dei 3 numeri

1: if a > b then
2: max← a
3: else
4: max← b
5: end if
6: if c >max then
7: max← c
8: end if
9: return max

Controllo ciclico
In molte situazioni serve ripetere delle azioni in modo ciclico. Lo schema più
semplice consiste nel ripetere delle azioni per un numero di volte noto a priori.

Esempio 3.3.3 - Il seguente algoritmo disegna un quadrato di dato lato utiliz-
zando l’automa tartaruga.

Algoritmo 5 - Disegno di un quadrato
Input: lunghezza a del quadrato da disegnare

1: for 4 times
2: forward(a)
3: left(90)
4: end for

Si incontrano spesso situazioni in cui serve eseguire ciclicamente delle azioni
in un numero di volte non predeterminato, ma dipendente da condizioni che si
modificano dinamicamente durante il processo di elaborazione.

Esempio 3.3.4 - Il seguente algoritmo, rivolto ad un esecutore in grado di
eseguire le operazioni aritmetiche sui numeri, determina il numero di cifre
intere (della parte intera) di un numero reale; ad esempio il numero di cifre
intere del numero 742.62192 è 3.

Algoritmo 6 - Numero di cifre intere di un numero reale
Input: numero reale x
Output: numero di cifre intere di x

1: n← 0
2: while x > 0
3: x← x/10
4: n← n + 1
5: end while
6: return n
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3.4 Moltiplicare due numeri
Consideriamo il problema della moltiplicazione fra due numeri naturali. Quan-
do noi, con carta e penna, eseguiamo una moltiplicazione fra due numeri non
stiamo risolvendo un problema ma stiamo semplicemente applicando, in veste
di esecutori, il procedimento che ci ha insegnato la maestra alle scuole elemen-
tari. Le conoscenze operative richieste da questo procedimento consistono
nella conoscenza delle tabelline fino al 9 e di essere in grado di sommare dei
numeri scritti in colonna. Queste operazioni risultano di facile applicabilità
per le persone che riescono a destreggiarsi con disinvoltura su un foglio a qua-
dretti gestendo l’incolonnamento dei numeri, ma di difficile traduzione per un
calcolatore.

Benché il termine "algoritmo" sia balzato alla ribalta solo negli ultimi de-
cenni, la sua storia è millenaria. Esempi di algoritmi risalgono alle epoche
degli egizi e dei babilonesi. Presso il British Museum di Londra è conservato
un papiro, datato attorno al 1650 a.C., detto (dal nome dell’antiquario scoz-
zese che, a metà del XIX secolo, lo acquistò in Egitto e lo donò al museo) o
(dal nome dello scriba che lo redasse), che contiene molti problemi di tipo
geometrico ed aritmetico e molte regole e procedimenti di calcolo, derivati da
una lunga tradizione risalente al XX secolo a.C.. Fra questi è descritto un
ingegnoso metodo per moltiplicare due numeri naturali. Il procedimento di
calcolo consiste nel raddoppiare iterativamente un fattore mentre si dimezza
l’altro, tenendo conto dove il valore del primo fattore è dispari. Il passo finale
consiste nell’addizionare i multipli del fattore che è stato raddoppiato, in cor-
rispondenza dei punti in cui il valore del primo fattore è dispari. Ad esempio,
l’applicazione di questo algoritmo per calcolare il prodotto fra i due numeri
m = 22 e n = 13 è descritto tabella riportata nella figura 3.2, dove i due numeri
in grassetto alla seconda riga (22 e 13) sono i dati, i numeri sottolineati corri-
spondono alla condizione m dispari e costituiscono gli addendi che, sommati,
producono il risultato finale 286. La correttezza del procedimento è facilmente
dimostrabile osservando che

m ∗ n =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(m div 2) ∗ (2 ∗ n) se m è pari
(m − 1) ∗ n + n = (m div 2) ∗ (2 ∗ n) + n se m è dispari

Le fasi operative per l’applicazione di questo procedimento sono (spe-
cialmente se i fattori sono grandi) più laboriose rispetto all’usuale metodo
di moltiplicazione, ma in questo procedimento le capacità coinvolte sono più
elementari. Un esecutore deve infatti essere in grado di eseguire le seguenti
operazioni:

duplicare un numero naturale
dimezzare un numero naturale
decidere se un numero naturale è dispari
addizionare numeri naturali

Notiamo inoltre che questo procedimento di moltiplicazione non è commutativo
e che, poiché l’operazione di moltiplicazione è commutativa, in un prodotto è
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m m dispari ? n

22 no 13
11 si 26
5 si 52
2 no 104
1 si 208

prodotto: 286

Figura 3.2: Tavola di traccia del calcolo 22 × 13 mediante l’algoritmo di
moltiplicazione egizio.

preferibile prendere come fattore da dimezzare quello minore, per ottimizzare
l’efficienza del procedimento, ossia per ridurre il numero di operazioni che
vengono eseguite nel processo di calcolo; e questo numero è proporzionale al
numero di righe della tavola di traccia.

Una tabella come quella descritta nella figura 3.2 è detta tavola di traccia;
non costituisce la soluzione del problema in quanto corrisponde all’algoritmo
applicato ad un’istanza di problema e descrive nel tempo i valori associati
alle entità coinvolte nell’algoritmo. Una tavola di traccia è paragonabile
ad una sequenza di fotogrammi che descrive l’avanzamento del processo di
elaborazione.

Ricorrendo agli schemi di algoritmi descritti nel precedente paragrafo, dalla
tavola di traccia riportata nella figura 3.2 si può derivare l’algoritmo 7.

Algoritmo 7 - Moltiplicazione di due numeri naturali (algoritmo babilonese)
Input: numeri naturali m e n
Output: prodotto fra m e n

1: inizializza p a 0
2: while m ≠ 0
3: if m è dispari then
4: incrementa p di n
5: end if
6: dimezza m
7: raddoppia n
8: end while
9: return p

Il procedimento di moltiplicazione egizio è rimasto in uso in Russia ed in
alcuni paesi confinanti fino a tempi molto recenti in virtù del fatto che in que-
sti paesi venivano utilizzati abaci con i quali era facile eseguire le operazioni
di divisione e moltiplicazione per 2; per questo motivo il procedimento è noto
anche con il nome di algoritmo del contadino russo. L’algoritmo viene ancora
oggi utilizzato nelle unità aritmetico logiche degli attuali computer dove, per
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la particolare architettura operativa e per la rappresentazione dei numeri in
notazione binaria, le operazioni di moltiplicazione e divisione per due risulta-
no particolarmente efficienti in quanto svolte mediante uno slittamento di un
posto delle cifre del numero. È interessante notare questo filo logico che lega
un procedimento ideato quattro millenni fa ed un aspetto della tecnologia di
oggigiorno.

3.5 Algoritmi come funzioni
Risolvere un problema significa sostanzialmente definire una funzione che opera
sui dati iniziali di input e produce dei risultati finali di output. Ad esempio, nel
caso del problema dell’area di un trapezio esaminato nel precedente paragrafo,
la soluzione può essere espressa mediante l’espressione funzionale

area = f(B, b, h) = (B + b)h/2

Anche quando l’algoritmo non sia esprimibile mediante una singola espressione,
esso può sempre comunque essere considerato come una funzione che, operando
sui dati di input, genera i risultati di output (in questo caso è solo più laboriosa
la descrizione e la valutazione della funzione).

Adottando la tradizionale convenzione di denotare con il termine Input
l’insieme dei dati e con il termine Output l’insieme dei risultati, descriveremo
un algoritmo mediante uno schema a blocchi come il seguente, dove viene sot-
tolineato il ruolo dell’algoritmo che stabilisce l’associazione fra dati e risultati;
in questo caso l’algoritmo viene visto come una funzione che, in base ai dati
iniziali di input, genera i risultati finali di output.

Input Outputalgoritmo -

Nel caso si voglia mettere in evidenza che l’algoritmo si comporta come
una macchina che trasforma i dati che riceve in ingresso nei risultati in uscita
si ricorre ad una figura come la seguente:

Input Outputalgoritmo- -

L’interpretazione di un algoritmo come funzione porta a delle naturali
definizioni e concetti.
DEFINIZIONE 2. Due algoritmi A1 ed A2 si dicono funzionalmente equi-
valenti se hanno lo stesso dominio e calcolano lo stesso risultato y per ogni
possibile istanziazione dei dati di input x, ossia

A1(x) = A2(x) = y per ogni input x

Due algoritmi si dicono equivalenti se fanno compiere all’esecutore la stes-
sa sequenza di azioni. È evidente che l’equivalenza implica l’equivalenza
funzionale.
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Data la definizione di equivalenza fra algoritmi, acquista importanza pra-
tica il seguente problema: Decidere se due dati algoritmi sono equivalenti. La
soluzione di questo problema dovrebbe essere un algoritmo che, dati due algo-
ritmi come suoi dati di input, decida se questi algoritmi sono equivalenti. È
stato dimostrato che un tale algoritmo di decisione non esiste.

3.6 Analisi e complessità degli algoritmi
L’analisi e la valutazione della qualità degli algoritmi in relazione alla quantità
di risorse impiegate viene detta complessità computazionale. I criteri in base
ai quali stabilire la qualità di un algoritmo non vengono basati sulle carat-
teristiche intrinseche dell’algoritmo (lunghezza, leggibilità) bensì sulle risorse
richieste dall’algoritmo (tempo impiegato, memoria occupata). Fra questi il
fattore più significativo è costituito dal tempo di elaborazione impiegato per
l’esecuzione dell’algoritmo. Il parametro tempo risulta però poco interessan-
te in quanto fa riferimento ad una particolare esecuzione di una istanza del
problema su una data macchina. È chiaramente poco significativa, infatti,
una frase del tipo: L’algoritmo di ordinamento A impiega 6.2 secondi ad es-
sere eseguito in quanto non è precisato né il numero di elementi che vengono
ordinati, né la loro disposizione iniziale, né il linguaggio di programmazione
usato per codificare l’algoritmo in un programma, né la macchina sulla quale
viene eseguito il programma. Questo approccio richiederebbe sempre delle
prove per poter confrontare due algoritmi. Il problema della valutazione della
complessità degli algoritmi non ammette una soluzione di tipo pragmatico del-
la forma ”prova e vedi” ma deve essere affrontato sulla carta; in questo modo
si riesce a valutare la qualità di un algoritmo indipendentemente dal sistema
di elaborazione, anche nei casi in cui il tempo di esecuzione è elevato (un’ora
o addirittura un secolo!). Ed è proprio in questi casi estremi che è utile sa-
pere (senza provare!) la complessità di un algoritmo per stimare il tempo di
esecuzione, senza eseguire l’algoritmo. Per stimare il tempo di esecuzione di
un algoritmo senza fare riferimento ad alcuna macchina particolare si assume
l’ipotesi (plausibile) che il tempo di esecuzione di un imprecisato numero k di
operazioni elementari sia proporzionale a k e che il numero k sia una funzione
f crescente della misura n dei dati da elaborare. Pertanto, tale funzione f(n)
può essere assunta come misura del tempo impiegato. Il problema viene così
ricondotto al conteggio dei passi elementari che vengono svolti nell’algoritmo;
questo numero rappresenta indirettamente, senza riferirsi ad una particolare
macchina, una stima del tempo di elaborazione impiegato per l’esecuzione del-
l’algoritmo. A seguire sono descritti i concetti cardine mediante i quali si
definisce in modo preciso la complessità.

Operazione dominante
Spesso negli algoritmi si incontrano dei passi elementari di diversa natura e
computazionalmente non uniformabili; ci possono essere delle assegnazioni, del-
le addizioni, delle moltiplicazioni, delle valutazioni di condizioni. Per sempli-
ficare la valutazione della complessità si prende in considerazione l’operazione
che più incide sul tempo di elaborazione, come specificato di seguito.
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DEFINIZIONE 3. Si chiama operazione dominante di un algoritmo l’ope-
razione che viene eseguita con maggiore frequenza; nel caso di operazioni
eseguite con la stessa frequenza si considera quella più onerosa in termini di
tempo impiegato per la sua esecuzione.

In molti casi l’operazione dominante è deducibile dal problema in quanto
tutti gli algoritmi che lo risolvono avranno questa come operazione dominante.

Esempio 3.6.1 - Nella tabella che segue sono riportati alcuni problemi e la
corrispondente operazione dominante.

Problema Operazione dominante
calcolo del fattoriale di un numero moltiplicazione fra due numeri
ricerca in una sequenza confronto fra due elementi
ordinamento di una sequenza confronto fra due elementi
moltiplicazione fra due matrici moltiplicazione fra due numeri
torre di Hanoi spostamento di un disco

Tabella 3.1: Problemi e corrispondenti operazioni dominanti.

Dimensione di un problema
Per un dato algoritmo il numero di passi elementari che vengono eseguiti di-
pende quasi sempre dalla quantità e dalla grandezza dei dati coinvolti nella
specifica istanza di problema che si considera. Per tener conto di questo
parametro si fa riferimento alla seguente definizione.

DEFINIZIONE 4. La dimensione di un problema è un numero naturale che
esprime un’opportuna misura dei dati di input del problema.

Nonostante l’apparente vaghezza del termine opportuna che compare nella
definizione precedente, la dimensione di un problema è facilmente identificabile,
come riportato nell’esempio che segue.

Esempio 3.6.2 - La tabella 3.2 descrive la dimensione di alcuni problemi.

Problema Dimensione del problema
calcolo del fattoriale di un numero numero di cui si calcola il fattoriale
ricerca in una sequenza numero di elementi della sequenza
ordinamento di una sequenza numero di elementi della sequenza
moltiplicazione fra due matrici dimensione delle matrici
torre di Hanoi numero di dischi da spostare

Tabella 3.2: Problemi e corrispondenti dimensioni.
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Complessità di un algoritmo
In funzione dell’operazione dominante e della dimensione di un problema si
definisce la complessità di un algoritmo.

DEFINIZIONE 5. La complessità di un algoritmo è una funzione che espri-
me il numero di operazioni dominanti in funzione della dimensione del proble-
ma.

Esempio 3.6.3 - Il problema della moltiplicazione fra due matrici quadrate di
lato n ha dimensione n. L’operazione dominante è la moltiplicazione (l’ad-
dizione non viene considerata in quanto è computazionalmente meno onerosa
in tempo rispetto alla moltiplicazione). Il tradizionale algoritmo di molti-
plicazione righe-per-colonne ha complessità n3 in quanto richiede l’esecuzione
di n moltiplicazioni per il calcolo di ciascuno degli n2 elementi della matrice
risultante.

Spesso la precisazione dell’operazione dominante e della dimensione del
problema sono sottaciuti in quanto sono deducibili dalla formulazione del
problema stesso.

Esempio 3.6.4 - Affermare che un algoritmo di ordinamento ha complessità
pari a n2 significa che l’algoritmo svolge un numero di confronti proporzionale
a n2 per ordinare una sequenza di n elementi.

Complessità di un problema
Basandosi sul concetto di complessità di un algoritmo si definisce la complessità
di un problema, come segue.

DEFINIZIONE 6. La complessità di un problema è la complessità del miglior
algoritmo che lo risolve.

Esempio 3.6.5 - Il problema della torre di Hanoi per lo spostamento di una pila
di n dischi ha dimensione n. L’operazione dominante è data dallo spostamento
di 1 disco da un piolo ad un altro. Il miglior algoritmo che risolve il problema
richiede lo spostamento di 2n −1 dischi. Pertanto la complessità del problema
è 2n − 1.

Esempio 3.6.6 - Il problema dell’ordinamento di una sequenza di dimensione n
ha complessità pari a n log2 n, in quanto esistono algoritmi di ordinamento che
hanno una tale complessità, ossia che richiedono n log2 n confronti per ordinare
una sequenza di n elementi; d’altra parte si può dimostrare che, in generale,
non si può ordinare una sequenza con meno di n log2 n confronti.

3.7 Complessità asintotica
Poiché la complessità di un algoritmo risulta importante e decisiva per valori
grandi della dimensione del problema, si danno le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 7. Date due funzioni f e g, reali a valori reali, si dice che
la funzione f è O grande di g, e si scrive f è O(g) oppure f ∈ O(g), se esiste
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una costante reale c > 0 ed un numero reale x0 tale che per x ≥ x0 si abbia
f(x) ≤ c g(x).

Esempio 3.7.1 - Con la notazione O grande una funzione della forma f(n) de-
finita come somma di più addendi risulta caratterizzata dall’addendo che per
valori grandi di n risulta prevalente, trascurando eventuali coefficienti moltipli-
cativi degli addendi. Ad esempio, la funzione f(n) = 3n5+72n3+106 è O(n5);
la funzione f(n) = 4n2 + 100n log2 n è O(n2); la funzione f(n) = 2n + n100 è
O(2n).

DEFINIZIONE 8. La complessità asintotica di un algoritmo o di un pro-
blema è la complessità per valori grandi della dimensione del problema; viene
denotata con la notazione O (o grande).

Il tecnicismo matematico della notazione O grande può essere evitato ac-
contentandosi di una riformulazione più approssimativa; ad esempio la frase
L’algoritmo A ha una complessità asintotica O(f(n)). significa che per valori
grandi della dimensione n del problema il numero di passi elementari richiesti
dall’algoritmo è proporzionale a f(n).

Esempio 3.7.2 - L’affermazione: "Il problema della Torre di Hanoi ha una com-
plessità computazionale asintotica pari a O(2n). significa che per spostare n
dischi da un piolo ad un altro, per n grande, si esegue un numero di spostamenti
proporzionale a 2n.

Esempio 3.7.3 - La seguente tabella riporta una lista di problemi e le loro
corrispondenti complessità asintotica.

Problema Complessità asintotica del problema
calcolo del fattoriale di un numero O(n)
ricerca in una sequenza O(n)
ordinamento di una sequenza O(n logn)
moltiplicazione fra due matrici non è nota
torre di Hanoi O(2n)

Esempio 3.7.4 - Il problema della moltiplicazione di due matrici quadrate di
ordine n ha una complessità non nota. Il tradizionale algoritmo di moltipli-
cazione righe-per-colonne ha una complessità asintotica pari a n3; il migliore
algoritmo conosciuto ha una complessità asintotica pari a n2,78 ma attualmen-
te non si conosce una limitazione inferiore per la complessità asintotica degli
algoritmi di moltiplicazione di matrici.

Problema 3.7.1 Calcolare la complessità del seguente schema di algoritmo,
dove n denota la dimensione del problema ed op l’operazione dominante.
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1: for n times
2: for 2n times
3: op
4: end for
5: op
6: end for
7: for 3n times
8: op
9: end for

Soluzione. La complessità è data dal numero di operazioni op che vengono
eseguite dall’algoritmo ed è pari a

n(2n + 1) + 3n = 2n2 + 4n

Di conseguenza la complessità asintotica è pari a

O(n2)

◻

3.8 Problemi facili e difficili
Un problema viene classificato come facile o difficile non in base alla difficoltà
che incontra l’esecutore per escogitare una soluzione, bensì in base alla com-
plessità del problema, ossia in base alla complessità del miglior algoritmo che
lo risolve. Nel contesto della complessità computazionale i problemi facili
vengono detti trattabili mentre i problemi difficili vengono detti intrattabili. I
risultati dei problemi trattabili si ottengono in tempi ragionevoli mentre i pro-
blemi intrattabili superano la potenza di calcolo di ogni calcolatore esistente e
futuro. La linea di demarcazione fra problemi trattabili e problemi intratta-
bili dipende dalla tipologia della funzione di complessità: i problemi trattabili
sono caratterizzati da funzioni di complessità polinomiali, mentre i problemi
intrattabili hanno funzioni di complessità di categoria esponenziale. La figu-
ra 3.3 dispone in linea di complessità crescenti un insieme di funzioni che si
incontrano spesso nell’analisi degli algoritmi e definisce una linea di separazio-
ne fra problemi trattabili ed intrattabili. Esistono problemi per i quali non è
attualmente noto a quale di queste due categorie appartengono.

complessità polinomiali complessità esponenziali
logn

√
n n n logn n2 n3 n10 2n n! nn

Figura 3.3: Complessità polinomiali ed esponenziali di alcune funzioni che si
incontrano frequentemente nell’analisi degli algoritmi.
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Nella tabella 3.3 è riportato il tempo in secondi che impiega un calcola-
tore che esegue 1 milione di operazioni al secondo a risolvere un problema di
dimensione n. L’analisi dei dati riportati nella tabella motiva che è coerente
designare come polinomiali i problemi trattabili e come esponenziali i problemi
intrattabili.

f(n) n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 50 n = 100
log2 n 3.3 µs 4.3 µs 4.9 µs 5.3 µs 5.6 µs 6.6 µs
√
n 3.1 µs 4.5 µs 5.5 µs 6.3 µs 7.0 µs 10 µs
n 10 µs 20 µs 30 µs 40 µs 50 µs 100 µs

n log2 n 33 µs 86 µs 147 µs 213 µs 282 µs 664 µs
n2 100 µs 400 µs 900 µs 1600 µs 2500 µs 10000 µs
n3 1 ms 8 ms 27 ms 64 ms 125 ms 1 sec
2n 1 ms 1 sec 17 min 12 g 35 a 4 ⋅ 1016 a

n! 3.6 sec 8 ⋅ 104 a 8 ⋅ 1018 a 3 ⋅ 1034 a 9 ⋅ 1050 a 3 ⋅ 10154 a

nn 2.8 h 3 ⋅ 1012 a 6 ⋅ 1035 a 4 ⋅ 1050 a 3 ⋅ 1071 a 3 ⋅ 10186 a

Tabella 3.3: Tempi delle funzioni di complessità di alcune funzioni. Le unità
di misura dei tempi sono: µs = microsecondi, ms = millisecondi, sec = secondi,
min = minuti, g = giorni, a = anni.

Nella tabella 3.4 è riportata la dimensione del problema risolvibile in una
data quantità di tempo, sempre nell’ipotesi di disporre di un calcolatore che
esegue 1 milione di operazioni al secondo. Un’analisi, anche superficiale, di
questa tabella evidenzia che l’evoluzione tecnologica dei calcolatori non potrà
intaccare il carattere di intrattabilità dei problemi.

f(n) 1 sec 1 min 1 ora 1 giorno 1 mese 1 anno 1 secolo
log2 n 10400000 10107

10109
101010

101012
101013

101015

√
n 1012 4 ⋅ 1015 1019 7 ⋅ 1021 7 ⋅ 1024 1027 1031

n 106 6 ⋅ 107 4 ⋅ 109 9 ⋅ 1010 3 ⋅ 1012 3 ⋅ 1013 3 ⋅ 1015

n log2 n 9 ⋅ 104 106 2 ⋅ 108 4 ⋅ 109 1011 1012 1014

n2 103 8 ⋅ 103 6 ⋅ 104 3 ⋅ 105 2 ⋅ 106 6 ⋅ 106 6 ⋅ 107

n3 100 392 1533 4414 13715 31551 146452
2n 20 26 32 36 41 45 51
n! 10 11 13 14 15 16 18
nn 7 8 9 10 11 12 13

Tabella 3.4: Dimensioni dei problemi risolvibili in una data quantità di tempo
in funzione della complessità f(n) dei problemi.
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La figura 3.4 descrive una classificazione dei problemi in funzione del loro
carattere di risolvibilità, evidenziando, all’interno dei problemi risolvibili, i
problemi trattabili e quelli intrattabili.

problemi
risolvibili

problemi
intrattabili

problemi
trattabili

problemi
non risolvibili

Figura 3.4: Una classificazione dei problemi in funzione del loro carattere di
risolvibilità.

3.9 Problemi intrattabili
Il più potente calcolatore che si possa immaginare di costruire non potrà essere
più grande dell’universo, non potrà essere fatto di componenti di elaborazione
più piccoli dei protoni, non potrà trasmettere le informazioni fra le sue com-
ponenti ad una velocità superiore alla velocità della luce. Un semplice calcolo
porta alla conclusione che un tale ipotetico calcolatore non potrebbe essere
composto da più di 10126 componenti. Anche ammettendo che le informazioni
di questo calcolatore venissero trasmesse fra le sue componenti ad una velocità
uguale a quella della luce, esistono numerosi problemi di grande interesse pra-
tico che, anche per moderati valori della dimensione del problema, tengono in
scacco questo calcolatore estremo per decine di miliardi di anni, ossia per un
tempo paragonabile a quello dell’età dell’universo. Esistono problemi che, pur
risolvibili sul piano teorico in quanto si conoscono degli algoritmi risolutivi,
non sono effettivamente risolvibili in quanto richiederebbero tempi esagerati
anche per il più potente calcolatore immaginabile; per questo motivo vengono
detti intrattabili.

L’esistenza di problemi intrattabili può sembrare, a prima vista, un aspetto
negativo, un’evidenziazione di un limite della scienza e della tecnica. Sembra
paradossale ma, invece, questi problemi costituiscono l’elemento fondante di
alcune tecnologie: l’intrattabilità del problema della fattorizzazione in primi di
un numero naturale è alla base di tutti i sistemi basati sulla crittografia; l’esplo-
sione dell’albero delle mosse del gioco degli scacchi comporta l’intrattabilità
del problema di determinare una strategia vincente nella conduzione del gioco
in una partita a scacchi a causa dell’intrattabilità del problema di un’analisi
esaustiva dell’albero delle mosse e questo, nonostante l’eccezionale velocità e
complessità dei calcolatori attuali, lascia margini di battaglia alla pari all’uomo
che gioca a scacchi contro il computer, almeno ai grandi maestri degli scacchi;
ed anche se un computer batte agevolmente anche un buon scacchista, le mosse
brillanti, ingegnose, artistiche rimangono prerogativa dell’uomo.
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ESERCIZI
3.1 Si ha un sacco pieno di chicchi di grano ed uno pieno di chicchi di frumento. Il
problema consiste nel decidere quale dei due sacchi contiene più chicchi. Precisare
in cosa consistono i dati ed i risultati del problema. Descrivere un algoritmo che
richieda all’esecutore delle capacità il più possibile elementari. Precisare le capacità
minime richieste all’esecutore dall’algoritmo che si è descritto. Suggerimento: non
serve che l’esecutore sappia contare.

3.2 Per i problemi che seguono si individuino i dati ed i risultati e si stabilisca
se il problema è ben formulato o meno. Nel caso il problema sia ben formulato,
descrivere un algoritmo, evidenziando quali devono essere le capacità dell’esecutore
al quale è rivolto.
1. Dato il perimetro e l’area di un triangolo, decidere se esso è un triangolo

rettangolo.
2. Data l’area ed il perimetro di un rettangolo, determinarne la diagonale.
3. Dato il perimetro di un rettangolo, determinarne l’area.
4. Data l’area e la base di un rettangolo, determinarne l’altezza.
5. Data l’area ed il perimetro di un rettangolo, determinarne i lati.
6. Dati le lunghezze dei cateti di un triangolo rettangolo, determinarne l’altezza

relativa all’ipotenusa.

3.3 Dire, motivando le affermazioni, perchè il seguente problema non è ben for-
mulato: Determinare l’area di un quadrilatero note le misure a, b, c, d dei lati.
Riformulare il problema in modo da renderlo ben formulato. Disponendo di un
esecutore in grado di eseguire le usuali operazioni aritmetiche (+, −, ∗, /,

√
, . . . )

descrivere un algoritmo per risolvere il problema in questione.

3.4 Si consideri la seguente istanza di problema:

Suddividere un segmento di 10 cm in 2 parti di cui una sia i 3/7 dell’altra.
Si supponga di disporre degli usuali attrezzi da disegno: due squadrette a
45o e 30o, 60o, una matita, un compasso, con l’ipotesi che le squadrette
siano sufficientemente lunghe ma non siano graduate.

1. Generalizzare il problema proposto.
2. Descrivere un procedimento, da riportare su un testo scolastico di disegno

tecnico, per risolvere la classe di problemi che si è individuata.
3. Motivare perchè nella formulazione del quesito precedente si è sentita l’esigenza

di precisare “da riportare su un testo scolastico di disegno tecnico”?

3.5 Un metodo elementare per effettuare la divisione fra due numeri naturali
consiste nel sottrarre ripetutamente il divisore al dividendo fino ad ottenere un
valore più piccolo del divisore. Tale valore costituisce il resto della divisione mentre
il numero di divisioni eseguite fornisce il quoziente della divisione. Descrivere tale
processo di divisione mediante un algoritmo.

3.6 Supponendo di disporre di un esecutore capace di applicare il teorema di
Pitagora, descrivere un procedimento risolutivo per determinare la diagonale di un
parallelepipedo rettangolo di cui si conoscono le lunghezze degli spigoli.
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3.7 Definire in modo preciso e non ambiguo le operazioni lecite nelle costruzioni
con riga e compasso. Con le operazioni definite, determinare un segmento avente
per misura la radice quadrata della misura di un dato segmento.

3.8 Si è in un deserto e si dispone di una corda lunga 47 metri e delle forbici.
Costruire un recinto di forma quadrata.

3.9 Siano A1 ed A2 due algoritmi funzionalmente equivalenti aventi rispettiva-
mente complessità f1(n) = n logn e f2 = n

√
2. Stabilire quale dei due algoritmi è

preferibile, per n sufficientemente grande.

3.10 Determinare per quale valore n0 (punto di taglio) della dimensione n del
problema un algoritmo A1 di complessità polinomiale f1(n) = n10 risulta preferibile
rispetto ad un equivalente algoritmo A2 di complessità esponenziale f2(n) = (1.1)n.

3.11 Ordinare le seguenti funzioni di complessità:
√
n logn10 n! n logn nn 10n 10n logn n10 10100 log2 n

3.12 Valutare la complessità e la complessità asintotica delle seguenti porzioni
di algoritmi, essendo op l’operazione dominante ed n la dimensione del problema.

1: for n2 times
2: for 2n times
3: op
4: end for
5: op
6: end for
7: for n times
8: op
9: end for

1: for i from 1 to n do
2: for j from i to n do
3: op
4: end for
5: op
6: end for

1: k ← n
2: while k > 0 do
3: for i from 1 to n do
4: op
5: end for
6: k ← k div 2
7: end while


